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f^^ ' Abstract. We study in this article the concepts of algebra up to homotopy for a structure defined 

^\J ^ by two operations . and [ , ]. Having determined the structure of Goo algebras and Poo algebras, 

we generalize this construction and we define a structure of (a, fe)-algebra up to homotopy. Given 
a structure of commutative and differential graded Lie algebra for two shifts degree given by a 
and b, we will give an explicit construction of the associate algebra up to homotopy. 

Resume. 

^ ■ On etudie dans cet article les notions d'algebre a homotopie pros pour une structure definie par deux 

■^^ ' operations . et [ , ]. Ayant determine la structure des Goo algebres et des Poo algebres, on generalise cette 

r '"y ' construction et on definit la stucture des (a, fe)-algebres a homotopie pres. Etant donnee une structure d'algebre 

, , commutative et de Lie differentielle graduee pour deux decalages des degres donnes par a et fe, on donnera une 

f| ■ construction explicite de I'algebre a homotopie pres associee. 
-)— » 

1. Introduction 

T-H ■ 

>• 
_Y-\ ' Considerons une algebre A pour une operation m [m est par exemple une multiplication asso- 

\f^ \ ciative ou un crochet de Lie) munic d'une differentielle d. On dira juste que A est une algebre de 

OO ■ type V. Dans beaucoup de cas, on salt definir la notion d'algebre de type V a homotopie pres et 

construire I'algebre a homotopie pres enveloppante de A. Cette algebre donne naturellement les 

f"*-. ■ complexes d'homologie et de cohomologie associes a ce type d'algebre pour A et ses modules. 

QQ ' Lorsque A possede deux operations avec des relations de compatibilite, la construction de I'algebre 

f^ , a homotopie pres enveloppante correpondante est plus difficile. En particulier, le complexe de Pois- 

son et celui de Gerstenhaber consiste a composer les structures de la cogebre cocommutative colibre 
et de la cogebre de Lie colibre associees a chaque algebre. On obtient une bicogebre codifferentielle 
^ ' colibre. Cette composition tient compte des degres. Les structures de bicogebre obtenues different. 

Pour chaque type, on appelle la bicogebre obtenue I'algebre a homotopie pres, c'est la Poo algebre 
pour une algebre de Poisson et la Goo algebre pour une algebre de Gerstenhaber. 

Le present travail consiste a unifier ces constructions d'algebre a homotopie pres dans les cas des 
algebres de Poisson et des algebres de Gerstenhaber, ce qui nous permet de definir la structure d'une 
(a, 6)-algebre a homotopie pres. Disons qu'une (a, 6)-algebre differentielle est un espace vectoriel 
gradue A muni d'un produit commutatif . de degre a G Z (|.| = a), d'un crochet [ , ] de degre & £ Z 
(|[ , ]| = &) et d'une differentielle d de degre 1 tel que (.4[— a],.,d) est une algebre commutative 
associative differentielle graduee et (yl[— 5], [ , ],d) est une algebre de Lie differentielle graduee. Le 
produit et le crochet verifient une relation de compatibilite entre eux dite identite de Leibniz donnee 
par: 

Va,/?,7 e A, [a,/?.7] = [a,/3].7 + (-l)(l^l+'')(l"l+')/3.[a,7]. 



^ 



Ce travail a cte effectue dans le cadre de I'accord CMCU 06 S 1502. W. Aloulou remercie I'Universite de Bourgogne 
pour I'accueil dont il a beneficie au cours de ses sejours. 
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Dans le cas ou a = et 6 = — 1, on retrouve les algebres de Gerstenhaber et dans le cas ou 
a = b = 0, on retrouve les algebres de Poisson graduees. 

Dans cet article, on reviendra dans la deuxieme section a la construction des algebres de Ger- 
stenhaber a honiotopie pres. Dans la troisicme section, on donnera la construction de la structure 
des algebres de Poisson a homotopie pres. Dans la quatrieme section, on generalisera la construc- 
tion des algebres de Gerstenhaber et de Poisson a homotopie pres et on donnera la structure des 
(a, 6)-algebres a homotopie pres. Dans la cinquieme section, on donnera quelques exemples de (a, b)- 
algebres differentielles graduees en introduisant, en particulier, les super-crochets de Schouten et de 
Poisson pour un super-espace RpI'. 



2. Les algebres de Gerstenhaber a homotopie pres 



2.1. Definitions. 

Soit V = ^R Vi un espace vectoriel gradue. On note par V[k] I'espace V muni de la graduation 

Soit W un autre espace gradue. Une application lineaire / de degre k de V dans W sera notee 
f :V — >W[k]. 

Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradue G muni d'une multiplication commu- 
tative et associative graduee . : G C^G — > G de degre et d'un crochet [ , ] : G 'S^ G — * G de degre 
— 1 tel que {G, •) est une algebre commutative associative graduee et (^[1], [ , ]) est une algebre de 
Lie graduee et que, pour tout a homogene, I'application [a, . ] est une derivation graduee pour la 
multiplication .. En notant \a\ le degre d'un element homogene a de G, on a done: 

a.^=(-l)l"ll^l^.a, 
a-(/3-7) = (a-/3)-7, 

[a,/3] = -(-l)(H-i)(l/3|-i)[/j,a], 

(_1)(H-I)(l7kl)[[^,^],^] +(_l)(l^|-l)(H-l)[[^,^],^] +(_1)(|7|-1)(I/5|-1)Q^^^]^^] ^0, 

et done aussi: 

[a./3,7]=a.[/?,7] + (-l)""^'^'"'^[«,7]-/9- 

Si de plus, on a une differentielle d : G — > 5[1] (ou d : G[i-] — '' G[2]) de degre 1 telle que do d = 0, 
d(a./3) = da./3-h(-l)l"la.d/3 et d([a,/3]) = [da,/3] -h (-l)!"!"^":^?^]: on dit que (g, ., [ , ],d)est 
une algebre de Gerstenhaber differentielle graduee. (Voir [G] ) 

Le degre sur t/[l] sera note dg, defini par: dg{a) — \a\ — 1. Alors, le degre du crochet devient 
et celui du produit vaut 1 {dg{[ , ]) = 0, dg{.) — 1). 

Le produit . etait commutatif et associatif pour | | mais il ne Test plus pour dg. 

Pour chaque k, I'espace /\ (S[l]) est lineairement isomorphe a I'espace S''{G)[k]. Cet isomor- 
phisme n'est pas canonique. Nous choisissons ici I'isomorphisme defini dans |AAC1] : 



ai A • ■ • A afc ^ (_l)2:ti(fe-»)rf9("0^^ . . . ^^,_ 
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On transforme done le produit . en I'application /i sur Q[l] defini par: ij{a,f3) — (— l)''^^"^a./^. Le 
produit fj, est anticomniutatif et antiassociatif de degre 1: 

A.(A.(a,/3),7) = -(-l)'^s(")M(a,M/3,7)) 
et 

d{n{a,(i)) = -tiida,f3) + (-l)''9(")+V(a,rf/3)- 
Le crochet [ , ] est antisymetrique de degre dans ^[1] verifiant Jacobi et Leibniz: 

[a, 13] =-(-l)'^9(")''9('')[/3,a], 

ou encore 

[^^{a, P), 7)] = ^iia, [/3, 7]) + {-lfa<^P^^a<^'^^^ii[a, 7], /?)• 
De plus, on a 

d([a,/3]) = [da,/3] + (-l)'^3(")[a,d/3]. 

2.2. Produit battement. 

Soit V un espace vectoriel gradue. Notons ici le degre d'un vecteur homogene ai de V par la 
meme lettre at et £0(17"^) = e [a^-i''.'.'.',alJ{, ^ , ) la signature de la permutation cr~^ en tenant 
compte des degres, c'est a dire, la signature de la restriction de a~^ aux indices des vecteurs de 
degre impair. 

Rappelons qu'un {p, g)-battement (p, q > 1) est une permutation a G S'p+g telle que: 

(t(1) < ■ • • < o-(p) et a{p + I) < ■ ■ ■ < cr{p + q). 

On appelle Bat{p,q) — {a £ Sp+q/a est un (p, g)-battement} I'ensemble de tons les {p,q)- 
battements. Pour deux tenseurs a = ai O ■ • ■ a^ et /3 = a^+i ® ■ • ■ Q.p+q, on definit le produit 
battement de a et /3 par: 

batp^q{a, f3) ^ ^ ea{(J~'^)a„-i(i) ® ■ ■ ■ <E) a„-i(p+q) 

a^Bat{p,q) 

= X! '^("<.-ia)---'"--i(P+9))"'^-Mi) '^■•■^"'^-^(p+'z)- 

a(EBat{p,q) 

Ceci represente la somme signee de tous les tenseurs a^^ (Ei ■ ■ ■ ® ai^ dans lesquels les vecteurs 
ai, . . . ,ap et a^+i, . . . , ap+g apparaissent ranges dans leur ordre naturel. (Voir [GH] et [Loj) 

On note (X) (^[1]) I'espace quotient ®"(^[1])/ v^ r i';, ^ '^^ (8'"^[1] P^i" l^- somme de 

p+q=n 
p,q>l 

toutes les images des applications lineaires batp^q telles que p + q = n. 
On pose 

H = (g)^(a[l])=0((g)"(e[l])). 

n>l ^ ^ 

L'espace 7Y est engendre par les 'paquets' X qui sont les classes des tenseurs ai ® • • • ® a„ dans 
le quotient. On notera ces classes par X — a[i „] — ai0 . . . ®a„. 
Leur degre est: 

X = dg{X) — dg{ai) + • • • + dg{an). 
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Proposition 2.1. 

Le produit battement est associatif et commutatif gradue de degre 0: Pour tout a G {S)''0[1]; 

/3e{8)«e[i],7e{8)''^[i], 

(i) batp.gia, /?) = (-l)'^»(")'^9('3)6ai,,p(/3, a), 
(ii) hatp+q^r{hatp,q{a, /?), 7) = hatp,q+r{a, hatq,r{P, 7)). 

2.3. Complexe de Gerstenhaber. 

La thcoric dcs opcrades dit que Ic dual d'une structure d'algebre commutative est une structure 

de cogebre de Lie. On considere, alors, la cogebre de Lie (Ti = (X) (^[1]), 5) oii 5 est le cocrochet 
sur (x) (^[1]) defini pour X — ai^. . . ®a„ G TL par 

n-l 

5{X) = ^ ai® . . . ®aj (^ Qfj+i^ . . . ^a„ - e ( «"+;'.'."a„ "at '.'«"" ) a^+i^ • . • ®Q;„ (^ ai® . . . (^aj 

= E u(^v-{-irv(^u. 

U(SV = X 

Le cocrochet 5 est coantisymetrique de degre et vcrifie I'identite de coJacobi: 
(i) T o 5 = —(5, 

(ii) {id®'^ + T12 o T23 + T23 o ri2) o ((5 (g) id) o (5 = 0, 
OUT est la volte definie pour X,Y eH par: t{X<^Y) = {-lyW <^ X , T12 = T®id ct T23 = id®T. 

Grace a notre decalage, n et d sont de meme degre 1 dans G[l]. On pent maintenant les rcunir 
en une seule operation homogene sur 7i. 

On prolonge le produit /U et la diffcrentielle d k 7i = <^ ^[1] commc des codcrivations /ii et di 
du cocrochet 5 de degre 1 en posant: 



(ii(ai0...^a„) = ^ (-l)2^'<'='^»("-)ai®...^d(afc)®...®a„ 

l<k<n 

^i(ai®...®a„) = ^ (-l)2^-<'=''9("''ai®...®Ai(afc,afc+iM---®a^ 



l<fc<n 

et 



l<*;<n 

Alors, 

(^1 (S> id + id (E) /ii) o (5 == (5 o /ii , /ii o /ii = 0, (di (g) id + id (g) di) o (5 = (5 o di et di o di = 0. 

Rappelons qu'une codcrivation D de la cogebre (?i, S) est enticrcment detcrminee par une suite 
d'application Dr : {S)'0[1] — ^ 5[2]- Plus precisement, on a: 

D(ai® ...®q;„) = ^ (-l)2^'<j''^^"*^ai®...^aj0i:'r(aj+i® ...^aj+r)®Q;j+r+i® •■•®an- 

l<i-<n 

Si on pose Di — d, D2 — ^, Dk = 0, pour A; > 3, alors, D = di + jii est I'unique coderivation de 
8 de degre 1 qui prolonge d et fi k H. EUe verifie 

D o D = et {D®id + id®D)o6 = 5oD. 

On obtient que (H = (^ (^[1]),(5, £) = di + /ii) est une cogebre de Lie codifferenticUe, c'est a 
dire, une algebre commutative a homotopie pres ou une Coo-algebre. 
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Etudions maintcnant le crochet [ , ] defini sur ^[1]. D'abord, on le prolonge a Ti comme I'unique 
crochet de degre compatible avec le cocrochet 5 verifiant: 

S°[ ^ ] = ([ : ]®id)o (t23 o{5®id) +id®5) + {id®[, ]) o {5®id + Tx2 o{id®6)). 

Pour X — ai®_. . .®_ap eiY — ctp+i® . . . ®ap+g, ce prolongcmcnt est donnc par: 



[^'^]= X! £a{(y ^)aa-^{i)®---®[aa-^(k),aa-^(k+i)\®---®} 



a„-i 



a 1 (?+<?)■ 

aeBat(p,q) 
/;,cr-l{A;)<p<CT-l(fc+l) 

Ce crochet est bien defini sur Ti. On a 

Proposition 2.2. 

L'espace H, muni du crochet [ , ] et de I'operateur D est une algebre de Lie differentielle graduee: 
Pour tout X , Y et Z de Ti, on a: 

(i) [x,Y] = -{-iYy[Y,x], 

(ii) (-If- [[x,Y],z] + (-1)^- [[Y,z],x] + (-lyy [[z,x],y] = o, 

(iii) D{[X,Y]) = [D{X),Y] + {-lY[X,D{Y)]. 

L'espace TL est maintcnant muni d'une operation I? a un argument de degre 1 et d'un crochet 
[ , ] a deux arguments de degre 0. 

La theorie dcs operades dit aussi que le dual d'une structure d'algebre de Lie est une structure de 
cogebre cocommutative coassociative. {Ti, [ , ],D) ctant une algebre de Lie difFcrcnticUe graduee, 
on considere l'espace Tt[V\ et le degre dg'{X) = dg{X) — 1 := x' et on construit la cogebre cocom- 
mutative coassociative {S+{H[1]),A), ou S+{H[1]) = ®„>i 5'"(7^[1]) et A est le coproduit defini 
par: VXi...X„€5'"(H[l]), 



A(X,...X,0= J2 e(^ly-;)x,^X 



^J- 






On a note par Xj le produit Xi-^ . . . Xi^ si / = {ii < ■ • • < v} et par Xj le produit Xj-^ . . . Xj^_^ 

si J ^ {jl < ■ ■■ < jn^r}- 

Le coproduit A est cocommutatif et coassociatif: 

r' o A == A et (A (g) id) o A = (id (g) A) o A, 

oil r' est la volte dans S^{Ti[l]). 

Le crochet [ , ] etait antisymetrique sur 7i de degre 0, il devicnt sur H[l] un crochet £2{X,Y) = 
(— 1)^[X, F] symetrique, de degre 1 et verifie I'identite de Jacobi graduee. De plus, D est une 
differentielle graduee de £2 qui est aussi de degre 1. On a done: 

(i) i2{x,Y)^i-ir'y'£2{Y,x), 

(ii) (-i)-'^'^2 {e2{x, Y),z) + {-i)y'^'i2 {i2{Y, z),x) + i-ir'y'i2 (4(^, x),y) = o, 

(iii) D {12{X, Y)) = -I2 {D{X), Y) + (-ir'+H2 {X, D{Y)). 

On pent maintcnant rcunir (,2 ct D en une seule operation Q sur ^^(^[l]). 
On prolonge ^2 a '^''''(^[l]) comme une coderivation i* de A de degre 1: 

i{x,...x^ = Y,e[^,^r:ri^,y2{x,,x^.xr...rj...x^. 
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On prolonge aussi D a 5+(?i[l]) comme une coderivation m de A toujours de degre 1: 

n 

En posant Qi = D, Q2 = I2, Qfe = 0, si fc > 3 et 

7UJ={l,...,n} 

Alors, Q = rn + £ est I'unique coderivation do A, de degre 1, prolongeant D et ^2 a S'"'"(7i[l]). 
EUe verifie 

Q^ = et {Q <Si id + id <» Q) o A = A o Q. 

Done, {S^ {Ti[l]) , A,Q — £ + m) est une cogebre coconimuative coassociative et codifferentielle, 
c'est a dire, c'est une ioo algebre ou algebre de Lie a homotopie pres. (Voir [AMM| ) 

D'autre part, {7i, 5, D) est une cogebre de Lie codifferentielle, on definit un cocrochet k sur 7i[l] 
par: 

k{x)^ J2 (-i)"'(c/(g)i^ + (-i)'''"V(g)c/), yxen[i]. 

Puis K se prolonge a S'"'"('W[1]) par: 



n{x, . . . x„) = ^ £ (;|;,< ) Y. (-1)"^+"'= {xi.Us (g) Vs.Xj + {-i)«Xi.v, (g) c/,.x, 



i-UJ = {l.....,i}\{a} Us.Vs^m 



Alors, K est un cocrochet cosymetrique sur S'^(7i[l]) de degre 1 verifiant I'identite de coJacobi: 

t' o K — K et I id + T'12 o T23 + T23 o t[2 ) o (k (g) id) o k ~ Q. 

De plus, Q ~ £ + m est une coderivation de S'+(7i[l]) pour k de degre 1. 

Alors, (^^(^[l]), K, Q) est une cogebre de Lie codifferentielle graduee, done, c'est encore une Coo 
algebre. 

Le cocrochet k et le coproduit A verifient, enfin, I'identite de coLeibniz: 

{id ® A) o n — {k ® id) o A + t[2 o {id (g) k) o A. 

On dit que (5+('H[l]), A, k, Q) est une cogebre de Gerstenhaber codifferentielle graduee. 

Definition 2.3. 

Une Goo algebre {V, A, k, Q)est une bicogebre codifferentielle colibre telle que Q est une coderivation 
pour le coproduit cocommutatif et coassociatif A et pour le cocrochet de Lie k, de degre 1 et de carre 
nul. 

La Goo algebre >5'^((><) (^[1])[1]), A, k, Q = £ + m J est appelee la Goo algebre enveloppante de 

I' algebre de Gerstenhaber Q . 

(Voir |AAC2j et [BGHHWj l 



3. Les algebres de Poisson a homotopie pres 
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3.1. Definition. 

Une algebre de Poisson graduee est un espace vectoriel gradue V muni d'un produit commutatif 
et associatif gradue . -.V^P — > V de degre et d'un crochet { , } : ■P(8i'P — > V de degre tel que 
(V, .) est une algebre commutative graduee, {V, { , }) est une algebre de Lie graduee et que, pour 
tout a homogene, I'application {a, . } soit une derivation graduee pour le produit .. En notant |a| 
le degre d'un element homogene a de 'P, on a done: 

a./3=(-l)l"ll'3|^.a, 

{a,/?} = -(-l)HI/5|{/5,a}, 
(-1)HH|{«,^},^} + (_1)I/3|H|{;3,^},«} + (_l)l7ll/3|{{^^«}^^} ^ 0, 

{a,/3.7} = {«,/3}.7+(-l)l''ll"l/3.{a,7} 
et done aussi: 

{a./3, 7} = a.{/3, 7} + (-1)'^"^'{«, 7}-/3- 
Si de plus, on a une difFerentielle d : V — > 7'[1] de degre 1 telle que 

dod^Q, d{a.f3) ^ da.p + {-iy°'^a.df3 et d{{a, P}) ^ {da, P} + {-iy°'^{a,dp}, 
on dit que (V, ., { , },d) est une algebre de Poisson difFerentielle graduee. (Voir [F]) 

Pour construire la structure de I'algebre de Poisson a homotopie pres, on va reprendre la con- 
struction precedente dans le cas des algebres de Poisson differentielles graduees. 

On considere, done, I'espace V[l] et la graduation dg{a) = \a\ — 1. On transforme le produit . en 
H en posant ^(a,/3) = (— l)''3("^a./3 et le crochet { , } en [ , ] en posant [a,/3] = (— l)''^*^"){a,/3}. 

Le produit fj, devient anticommutatif , antiassociatif de degre 1 et le crochet [ , ] devient symetrique 
de degre 1, verifiant I'identite de Jacobi graduee et celle de Leibniz avec /x: 

dgin) =dg{[ , ]) = dg{d) = 1, 

M (M(a, /?), 7) = -(-1)'^«("V (a, m(/3, 7)) , 

(-l)'^5(")'*ff(^)[[a,/3],7] +(-l)'^9('^)'^9(")[[/3,7],a] + (-l)'^^'^^'^^^^ [[7, a],/3] =0, 

[a, /i(/3, 7)] = (-1)'''^(")+V([", /3], 7) + (-l)('^^W+i)('*^(«+i)^(/3, [a, 7]), 
ou encore 

[^i{a, /3), 7)] - (-l)'^s(")+V(«, [/3, 7]) + (-1)'^«('^)'^«(^)+V([«, 7], /?)• 
De plus, on a 
d{fi{a,(3)) = -fi{da,p) + {-lf3^°'^+'^n{a,d(3) et d{[a,(3]) = ~[da,l3] + {-lfs("'>+^[a,d(3]. 

3.2. Complexe de Poisson. 

Comme dans le cas d'une algebre de Gerstenhaber, on reunit d'abord /i et d: 

On considere I'espace H = <^^ {P[l]) = (0"{V[l])j avec le degre 

n>l ^ ^ 

dg{X) = X = dg{ai) + • • • + dg{an), pom X ~ ai® . . .^a„ G H. 
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On munit cet espace du cocrochct 5 dcfini par 

six)= J2 u^v-i-irv^u. 



U§i_V = X 



Alors, le complexe {H, S) est une cogebre dc Lie. 

On prolonge d et ii h Ti. comme des coderivations di et /ii du cocrochet S de degre 1 en posant; 

di(ai®...®a„) = Y^ (-l)2^'<'=''^("')ai®...^ci(afc)^...®a„ 

l<k<n 

et 

^i(ai®...®a„) = ^ (-l)2^'<'=''^("'^Q;i®...®^(afe,afe+i)®...®a„. 

l<*:<ri 

Alors, 

(^1 (E> id + id (^ /ii) o S — S o fii, fii o fii — 0,{di (g)id + id(^ di) o S = S o di et di o di = 0. 

Or, on sait qu'une codcrivation D de la cogebre (7i, 6) est cnticrement detcrminee par une suite 
d'application Dr : {S)'^[l] — '' ^[2]- Plus prcciscmcnt, on a: 

£'(ai®...®a„) = ^ (-l)^'<j'^^^"''ai0...^aj0L'r(a;j+i0...0aj+r)®ai+r+i® •■•^an- 

l<i-<n 
0<j<n-r 

Si on pose Di — rf, D2 — fJ., Dk ~ 0, pour k > 3, alors, D = di + fii est I'unique codcrivation de 
6 de degre 1 qui prolonge d et fi h Ti. EUc vcrific 

£» o D =; et {D®id + id®D)o6 = 5oD. 

Alors, (H = (^ (P[l]),(5, D = di + /ii) est une cogebre de Lie codifferentiellc, done, c'est une 
Coo-algcbrc. 

Bicn qu'il ne soit pas antisymetrique, on prolonge le crochet [ , ] dcfini sur V[V\ k Ti comme 
I'unique "crochet" de degre 1 compatible avec le cocrochet (5, c'est a dire, verifiant: 

^°[i ] = ([ > ]®id)o[T2io{5®id) + id®5) + {id®[, ]) o [5 ® id + T12 o {id® 5)). 

Ce prolongement est donnc pour X = ai0 . . .®ap et y = ctp+i^. . .^ap+g par: 



[X,Y]= J2 £a(^-')(-l)^'<^'^'"-^«^«.-i(i)®...M' 



"cr-i(*;)7aCT-i(fc+l)J® ■ ■ •®Q^o-i(p+g)- 



c7eBat(p,q) 
fc,CT-l(fc)<p<CT-l(fc+l) 



Puisque [ , ] n'etait pas antisymetrique sur 'P[l], son prolongement ne Test pas non plus sur Ti.. On 
se ramene a un vrai crochet de degre en decalant 7i par —I. 

On considere I'espace 7i[— 1] muni de la graduation dg'{X) = x' = dg{X) + 1, pour X E 7Y[— 1]. 
On construit sur 7i[— 1] le crochet {AT, F} = (—1)^^ [-'^j^]- Alors, on a 

Proposition 3.1. 

L 'espace Ti[—1], muni du crochet { , } et de I'operateur D est une algebre de Lie dijferentielle 
graduee: Pour tout X , Y et Z de H[— 1], on a: 

(i) {x,Y} = -{-ir'y'{Y,x}, 

(ii) i-ir'^'{{x, Y}, z} + {-!)«'-' {{Y, z}, X} + i-iy'y'{{z, x}, y} = o, 

(iii) D {{X, Y}) = {DiX),Y} + i-ir'{X, D{Y)}. 
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Maintcnant, (?i[— 1],{ , },D) est une algebre de Lie difFerentielle graduee. On peut done lui 
associer une cogebre cocommutative coassociative (S'^(7i[— 1][1]), A) avec une coderivation Q con- 
struite a partir de { , } et D. Mais ici 7i[— 1][1] = 7i et on prefere reutiliser le crochet [ , ] sur H 
defini plus haut plutot que {-iy{X,Y} = ~[X,Y]. 

On prolonge done D et [ , ] a S^CH) comme des coderivations to et ^ de A de degre 1 et de carre 
nul en posant: 

n 

m{x, . . . x„) = ^ £ ( ,2:::2:..^ ) d{x,).x, ...?... x„ 

et 

i<j 

Puis, on pose Qi — D, Q2 — £2, Qk ~ 0, si k > 3 et 

Q{Xi . . . Xn) — 2_^ ^ ( ^x'l'xZ" ) Q#l{Xi).Xj. 

Alors, Q = m + £ est I'unique coderivation de A, de degre 1, prolongeant Z? et [ , ] a S^{T-C). 
EUe verifie 

Q^ = et {Q <» id + id <» Q) o A = A o Q. 

Done, {S^{H),A,Q) est une L^o algebre. 

D'autre part, {H,S,D) ctant une Coc algebre, on prolonge le cocrochet 6 a S^{H) par: 
<5(Xi...X„)= J2 ^("i-^) E {Xi.U,^V,.Xj-i-ir'^'Xi.V,^U,.Xj 

l<s<n Us§iys=Xs 

IUJ={l,.^.,n}\{s} Us,Vs^» 

Alors, d est un cocrochet coantisymctriquc sur S^{H) de degre verifiant I'identite de coJacobi 
graduee. De plus, Q = i' + m est une coderivation de S^{H) pour S. Done, (S'+(7i), (5, Q) est une 
cogebre de Lie codiffcrentielle graduee, c'est a dire, c'est encore une Coc algebre. 

De plus, le cocrochet S et le coproduit A verifient I'identite de coLeibniz: 

(id (X) A) o (5 = ((5 (g) id) o A + ri2 o (id >g) S) o A. 

On dit que {S^{Ti), A, S, Q) est une cogebre de Poisson codiffcrentielle graduee. 

Definition 3.2. 

Une Poc algebre {V, A, (5, Q) est une bicogebre codijferentielle calibre telle que Q est une coderivation 
pour le coproduit cocommutatif et coassociatif A et pour le cocrochet de Lie 5, de degre 1 et de carre 
nul. 

La Poo algebre I 5'+((x) V[l\) , A, 6, Q ~ £ + m \ est appelee la Poo algebre enveloppante de I'algebre 
de Poisson V . 
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10 WALID ALOULOU 



4.1. Deflnition. 

Considcrons un espace vectoricl A gradue. Le degre d'un element homogcne a dc ^ est note \a\. 
Soient a, 6 G Z, I'espaee A est muni d'un produit . de degre a (|.| == a) et d'un crochet [ , ] de degre b 

(|[ , ]| — b) te\ que ( ^[— a], .1 est une algebre commutative et associative graduee et ( ^[— &], [ , ] j est 

une algebre de Lie graduee. De plus, I'application lineaire ad : A[—b] — > Deri A[—a], .); a i — > ada 
est telle que ad^ soit une derivation graduee pour le produit .. 

On dit que ( ^, ., [ , ] j est une (a, 6)-algebre graduee. Pour tout a,f3,j £ A, on a les proprietes 
suivantes: 

(i) a./3 = (-l)(l"l+«)(l'3|+«)/3.a, 

(ii) a.(/3.7) = (a./3).7, 

(iii) [a, 13] = -(-l)(l"l+*)(l^l+'')[/3,a], 

(iv) (-l)(l"l+^)(l^l+'')[[a,/3],7] + (-l)(l^l+'')(l"l+^)[[/3,7],a] + (-l)(l^l+*)(l^l+'') [[7, a],/3] =0, 

(v) [a, /3.7] = [a, (3].j + {-l)m+-)(M+b)p. [a, 7] 

qui s'ecrit encore [a.p,j] = a.[Pr/] + (-l)(l^l+"'(l'^l+''^[a,7]./3. 

De plus, si on a une differentielle d : A[—a] — > A[—a + 1] I on rf : »4[— fe] — > A[—b + 1] ) de degre 1 
verifiant 

dod^O, d{a.l3) =(ia./3+(-l)l"l+"a.d/3et d{[a,P]) = [da, (3] + (-l)l"l+*[a, d/3], 

on dira que I ^, ., [ , ], d) est une (a, 6)-algebre differentielle graduee. 

Comnie ci-dessus, on utilise un decalage pour homogeneiser le produit et la differentielle. On 
considcre I'cspace ^[— a + 1] muni de la graduation dg{a) = |a| + a — 1 que Ton note simplemcnt 
par a. Sur ^[— a+ 1], le produit . n'est plus commutatif et le crochet [ , ] n'est plus antisymetrique. 
On construit, done, un nouveau produit fi sur A[—a + 1] = ^[— a][l] de degre 1 defini par 

^(a,/3) = (-l)i-"a./3 

et un nouveau crochet £ sur A[—a + 1] = -4[— 6] [b — a + 1] de degre 6 — a + 1 defini par 

Et on a 

(ii) ^i{^i{a,(3),-/) = -(-l)"/i(a,^(/3,7)), 
(iii) £{a,P) = -{-l)''-''+\-l)°''^e{(3,a), 

(iv) i-ir-'ma, /3), 7) + i-if'^iw, 7), a) + {-ly^mi, «), /3) = o, 

(v) %,M/3,7)) - (-l)"+^-»+VW«,/3),7) + (-l)("+^-»+i)(^+iV(/3,^(«,7)), 

on encore e{a, ti{(3,-/)) = (-l)(''-"+i)("+iV(a,^(/3,7)) + (-l)''""+^+'^'^Ai(^(a,7),/3). 

De plus, d reste encore une derivation pour /i et i, elle verifie: 

d{fi{a, f3)) = ^fi{da, /3) + (-l)"+ V(a, dp) et d{e{a, f3)) = (-l)^-»+i^(da, /3) + {-l)'^+^-''+H{a, dp). 

4.2. Extension de la multiplication et du crochet a la cogebre de Lie codifferentielle. 
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On considere comme precedemment I'espace H — ^H ((X) A[~a + 1]) = (X) (^[— a + 1]) et 

n>l 

pour X — ai0 . . . ®a„ S Ti, le degre dg{X) = ai + • • • + a„ note simplement par x. Sur cet espace, 
on definit un cocrochet 5 de degre par: 

Tl-l 

5{X) = ^ ai® . . . ®aj (^ aj+i . . . 0a„ - e ( q"+;V."q„ "it '.'.«"" ) aj+i0 . . . ®a„ (^ ai® . . . §)_aj 

= $] c/(g)^"-(-ir^(g)c/. 

On prolonge ^ et d kTi comme des coderivations fii et di de 5 de degre 1 en posant: 

di(ai® ...®a„) = ^ (-l)^'<fe"'ai0...®fi(afe)®...®a„ 

l<fe<n 

et 

/ii(ai® . ..^a„) = ^ (-l)^'<'="'ai® .. .^/i(afc,afc+i)(^. ..®a„. 

l<fe<n 

Alors, 

(^1 (E) id + id (^ ^i) o (5 = ^ o /ii, /ii o /ii = 0, (di ® id -\- id ® di) o 5 — 5 o di et dio di ={). 

(Voir |AAC2j 'l 

En posant Di — d, D2 — /i, -Dfc = 0, si /c > 3 et 

l<r<Ti 
0<j<n-r 

Alors, D = di + fii est I'unique coderivation de S de degre 1 qui prolonge d et ^ k H. 
EUe verifie 

L» o D = et (D iS> id + id ® D) o 5 = 5 o D. 

On obticnt que (H, 5, D) est une cogebre de Lie codifferentielle, done, e'est une Coo-algebre. 
On prolonge, ensuite, le crochet i kTC. 

Proposition 4.1. 

Sur Ti, il existe un unique "crochet" f.2, de degre b — a + 1, verifiant: 

(5 o ^2 = (^2 fXi id) o (t23 o ((5 (g) id) + id(g)S) + {id (g) £2) o (6 (g> id + T12 o {id (g) S)) : (*). 
Ce crochet est defini pour X — ai® . . .^ap etY — ofp+i® . . . ®ap+g par: 



12{X,Y)= Y, ea(fT-i)(-l)(''-°+i)^=<'="-^<=)a,-i(i)®...®£K-iW'«--Mfe+i)M---® 



a„'i 



ip+i) ■ 



aeBat(p.q) 
fc,CT-l(fc)<p<cr-l(fc + l) 



Preuve: 

Le prolongement £2 defini ci-dessus verifie bien (*), en efFet: 
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Soe2ix,Y) = 



TGBat(p,g) 
1 (k)<p<a--^(k + l) 



Y, e„((T-i)(-l)(''-"+i)2:.<. "„-!(,) 



a£Bat{p^q) 
l<j<k<p+q~l 



"[^-1(1), ^-lO)] "^-iu + i)--^("^-i(fc)'"^-i(fc + i))---"^-i(p+,) ^ 

X a^-i(j-+i)® . . . ®^(a^-i(fe),Q;^-i(i.+i))® . . . ®a^-i(p+q) (^q;^-i(i)® . . . ^a^-iQ) 



J2 £a(CT-l)(-l)(''""+')2:.<fc ".-!(.) 



X 



a"G-Bai(p,g) 

l</c<j<p+(}-l 

cr-^(fe)<p<cr~^(fc+l) 

J!a-i(i)® ■ • ■^^(a<T-i(fe)'"T-i(fe+i))® ■ ■ ■ ®"T-i(i) (S)"'^"Mj+i)® • • •^"'t-Hp+9) 
_^ /^"<.-i(i)---^("--i('.)'"--i('.+i))---"--iu) "[<.-io+i),--i(P+,)] A X 

= (I)+(II) + (III)+(IV). 
Dans (I), on fixe j ct a et on pose 

/ = {(T"^(i), . . . , cr^^O')}, h = in{i, ...,p} = {n, ...,tr}cti2= in{p+i, . . . ,p+q} = {«^+i, . . . , t^}. 

Si I (^ {1, . . . ,p} on I (^t {p + 1, ■ ■ ■ ,p + q}, on fixe k > j tcl que a^^{k) < p < <J^^{k + 1) et on 
fixe (ct"1(j + l),...,a-^{p + q)) = («j+i,...,Zp+,). 
Alors, I'ensemble 

{a e Bat{p, q)/(j-^{{l, . . .,]]) = / ct {a'^{j + 1), . . . , a'^ip + q)) = {ij + i, ..., ip+g)} 

est en bijection avec I'ensemble 

{p G Bat{r, j — r) dcfini sur I = Ii U I2} ■ 

Et on a, ea{o'^^) = £a{p^^)- Dans ce cas, les termes de (I) sont de la forme 

±6atrj-r (oii ® • • • ^a*, , a^+i^ ■ • ■ ^"ij ) (^ cti,+i§L ■ ■ ■ ^K^^tk > "»fc+i )® • • ■ ^a»p+, • 

lis sont nuls dans (^ ^[— a + 1]. Done, dans (I), on pent supposer que / C {1, . . . ,p}, dans ce 
cas la somme correspondante est noee (Ij^), ou que / C {p + 1, . . . ,p + q}, dans ce cas la somme 
correspondante est notee (I2). 

Ce meme raisonnement est vrai pour (II) = (Hi) + (Hj). 

Concernant (III) et (IV), on pose / ~ W^^ij + 1), • • • ,cr^^{p + q)} ct on applique le meme 
raisonnement, pour la meme raison, il ne nous reste que les termes oil / C {1, . . . ,p} dans ce cas les 
sommes correspondantes sont notees (III^) et (IV^) et les termes oil / C {p + 1, . . . ,p + q} dans ce 
cas les sommes correspondantes sont notees (III2) et (IVj). 
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Alors, 

S o 1^{X, Y) - (IJ + (IIJ + (I2) + (II2) + (III,) + (IVJ + (III2) + (IV2). 
D 'autre part, 

({£2 ® id) o {t2z o{5® id) + id®5\ + {id (g) ^2) o ^,5 (g) id + T12 o (id ® 5)^ ^ {X, Y) = 

p-i 
{£2 <E) id) o T23 ^ Qfi® . . . ®aj (^ Qfj+i® . . . ®ap (^ ctp+i® • • • ®ap+g 

£ ( a"+i'.'"4 "at' ■. a" " ) "j + l^ • ■ • ®ap (^ "l^ ■ • • ®aj (^ Qfp+l . . . ^Up+q 

ih^id)] ^ ai® . ..®ap(^Q;p+i^...0ai(^ai+i^. ..®ap+5 
1 

£ ( atftia";, "at+i'^S" ) "l^ • • • ^^P (^ ^i+l ® • • • ^Ctp+q (^ Ctp+l ® • • • ^^i 



p-i 

p+q-l 

.E' 

i=p+l 



p-l 

E 



- e ( a"+i'.'"ap "at'.Va""' ) a-,- + i® . . . ®ap (^ Qfi® . . . ^aj (^ ttp+l® . . . ®ap+g 
p+q-l 

+ (id (g) £2) o Ti2\ ^ ai® . . . ®ap (^ ap+1® . . . ®q;j (^ a^+i® . . . ®ap+5 



i=p+l 



£ ( a?+t.!.'Q"+, "at+i-at" ) "l^ ■ • ■ ^^P (^ Oi+l ® . . . ^Qfp+q (^ Ctp+l ® . . . ^( 



ai 



_p-i 



d)[^(-l)"i'+i'''i"i''+i-''+''iai®...®a,0ap+i®...®ap+g0ai+i®...®ap 



Oap(Xjap+iC 



f;2 o* 



p-1 

p+q-l 

+ (£2<^id)\ ^ ai® . . .^ap(^Q;p+i® . . .®aj (^aj+i^. . .®ap+q 
j=p+i 

p+q-l 
- y^ (— l)"[p+l,i]"!.+ l,P + 9lQ-^( 

i=p+l 
p-1 

+ (id (g) £2)1 ^ai^- • -^ctj (^Qfj+i® . . .®ap(^Q;p+i® . . .^ap+q 



p+q\X)aii 



ctp (X) aj+1 ® . . . ^Qfp+q (X) Qfp+i ® . . . ®ai 



i=i 



p-i 



^(_l)"[.+i,p]"[i,,i Q,._^^0 . . . ^ap ai0 . . . ®a, ap+i® . . . ^ap+q 
(id®£2)\ ^ (-l)"[p+i''i"[i-piap+i®...^a, (^ai®...®ap(^a,+i^...®ap+. 



i=p+l 



14 WALID ALOULOU 

p+q-1 

- Yl (-l)"''+''''+''"''-''aj+i®...®ap+g(g)ai^...®ap0ap+i®...®aj 
j=p+i 
= (l) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) + (8). 

Dans (Ii), il apparaissait des termes de la forme 

ai® . ..®aj(^a^-i(j+i)® .. . ®^(a<^-i(fe), acr-i(fc+i))® . . .(^a„-i(^p+q) 
avec le signe e„(a-i)(-l)(''""+^)^=<* "--^(=). 

On construit une permutation p sur {j + 1, . . . ^p+q} telle que /9^^(s) ~ ct^^(s), Vj + 1 < s < p+g. 
Alors, p G Bat{p — j,q) verifiant j + 1 < p^^{k) < p < p^^{k + 1) et ea{p^^) = £q(ct^^). 

Deplus, on a (_l)(''-"+i)2:.<. ".-i(=) ^ (_i)(''-'^+i)E,<.<. "p-i(.) (_i)(&-a+i)a[i,,.j ^ 

Alors, le terme precedent s'ccrit: 

Ce meme terme apparait une seule fois dans le second membre et plus precisement dans (5) accom- 
pagne du meme signe provenant de (— l)'''^°''"^'"ti-'ia[ij] (^£2(a[j+i,p], a[p+i,p+g] )• 
On obtient, done, (I-^) — (5). 

Pour (I2), on a {(T^^{j + 1), . . . ,o-"^(p + q)} C {p + I, . . . ,p + q}, on pose 

{a-\j + 1), . . . ,a-'{p + q)} = {p + I, . . . ,i} 

avec p + q ^ j = i — p, alors, lorsque j varie de 1 a q — 1, on trouve que i varie dep + lap + g— 1. 
Et on obtient (Ij) = (7). 

Pour (IIIj), on a {<y^^{i + 1), . . . ,a~^{p + q)} C {1, . . . ,p}, on pose 

{a-i(j + 1), . . . , a~\p + q)} = {i + l,...,p} 

avec p + q — j = p — i, alors, lorsque j varie de g + 1 h p + q — 1, on trouve que i varie de 1 a p — 1. 
Et on obtient (IIIJ = (1). 

Pour les autres termes, on demontre que (11;^) = (2), (II2) = (4), (IIIj) — (3), (IV^) = (6) et 
(IV2) = (8). 

L'unicite de £2 est une consequence du fait que {7i, 6) est une cogebre de Lie colibre. (Voir 

[BGHHWJ) □ 

4.3. Algebre de Lie difFerentielle graduee associee a une (a, fe)-algebre differentielle. 

On considere, maintenant, I'espace 7i[a — b—1] muni de la graduation dg'{X) = dg{X) — a + & + 1 
note simplement par x' pour X e n[a - b - 1]. On pose i^iX^Y) = {-l)^''-''-^'>'^3'{x)g_^^x,Y). 
Alors, le crochet £'2 est de degre dans H[a — b — 1] et la differentielle D reste de degre 1. Et on a 

Proposition 4.2. 

L 'espace Ti.[a—b—l\, muni du crochet £'2 et de la differentielle D est une algebre de Lie differentielle 
graduee: Pour tout X , Y et Z de 7i[a — b—1], on a: 

(i) £'2{x,Y)^-{-ir'y't2{Y,x), 

(ii) (-i)-'^'f2 (^2(^, y),z) + {-i)y'^'£'2 {£'2{Y, z), X) + {-iY'y'£'2 (4(^, x),y)^ o, 
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(iii) D (4(X, Y)) - 4 {D{X),Y) + (-l)-'4 (X, i?(y)). 

Preuve 

(i) Soicnt X = ai®. . .®ap eiY = ap+i®. . .®ap+q. On salt que 

crGi3ai(p,q) 

Fixons un couple {(J,k) dans cette sonime tcl que cr^^(fc) < p < a^^{k + 1). On dcfinit deux 
permutations r et p de Sp+q par: 

f ■\ f J +P, si 1 < j < q 
t(]) = < . . -^ , et p = aoT. 

i .? - <?, SI (7 < J < (? + p. 

On verifie que p G Bat{q,p) tel que p^^(fc+l) < q < p^^(k). En posant /3j == Q^tQ)) (1 f^ J f^ J'+'i')j 
on aura /3p-i(j) = Q;cr-i(j") et ep{p^^) = {—lY'^ea{o'^^)- 

On construit ensuite une nouvelle permutation v de Sp+q definie par: 

z.-i(j) = p-^{j), Vj ^ {fc, fc + 1}, u-\k) = p-\k + 1) ct v-^{k + 1) = p-i(fc). 

On verifie que v e Bat{q,p) tel que 

i^"^(fc) < (? < i^"^(fc + 1) et 
£^(,.-1) == (_i)/3p-i(.)'5p-i(.+i)e^(p-i) ^ (-l)"..-iw".-i(fc+i)(_l)^%„(a-i). 

De plus I'application (cr, fc) h^ (i^, fc) est une bijection sur les ensembles correspondants. 
Alors, 

4(X,y) = (_l)(»-b-l)^'(_l)^!/x 

,yeBat(5,p) 
k; iy-l(fc)<q<iy-l(fc + l) 



-{-ir'y'£'^{Y,x). 



vGBat{q,p) 
k; i^-l(fc)<g<i/-l(fc+l) 



(ii) Soient X = ai®_ . . . ®ap, Y ~ [3i® . . . ®l3q et Z = 71® . . . ^7^. Posons 

{ai si 1 < i < p 
Pi-p si p+l <i<p + q 
Ji-p-q si p + q + l<i<p + q + r. 

On revient a £2 en ecrivant I'identite de Jacobi sous la forme: 

i-ir'^'e'2 (4(x, Y),z) + (-i)^'^'4 (4(i", z),x) + i-ir'y'e'2 (i'^iZ, X),Y)^ 

(_^)(a-6-l)(x+y+.+ l) |(_l)-^2 (^2(X, 1"), Z) + (-1)^% (^2(i", ^), X) + {-iyn2 ^Z , X) , Y)} . 
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En ecrivant (— l)^^i'2 {£2{X,Y), Z), on trouve des termes de la forme: 



ih) 
ih) 
ih) 
ih) 
ih) 









En ecrivant (— 1)^^£2 (^2(^,-^)7-^), on trouve des termes de la forme: 
En ecrivant (— 1)^^^2 (^2(-^, X), Y), on trouve des termes de la forme: 



ilh) 




ilh) 




ilh) 




ilh) 




ilh) 





illh] 
illh] 
illh] 
illh] 
illh] 



-l)^%,(p„i^^)6i^- • •®a™3®^(a»,/3jM6™3+3® ■ • ■^6„3^^(7i,afeM6„3+3^- • ■^^fcp+,+. 



-l)"%,(p„Meri® . . .®^r™,^^(7fc,a^MCr„ 



-7 + 3- 






®?r„,®^(7i,/3jM^r-„, + 3< 

-1)"''^«(p7U^*i^- • •®^*™6®^(7fe,/3j)®6„6+3^- ■ •®?t.6^^(7i,a»)®6„,+3« 
On verifie grace a la (6 — a + l)-antisymctrie de £ que: 

(/i)+(//i) = 0, (/2)+(//2) = 0, (/3)+(///i) - 0, ih)+iiih) - 0, {ih)+{nh) - 0, {ih)+{iih) = 0. 

Et grace a la relation de Jacobi pour I que: (/s) + (1/5) + illh) ~ 0. 

(iii) On rappelle que D = di + jii ou 

di(ai^...®a„) == ^ (-l)2^=<^"»ai®...^d(ai)0...®a„ 

l<i<n 

et 

/ii(ai0. . .®a„) = ^ (-l)2^»<'""ai^. . .^(ai,ai+i)® . . .®a„. 

l<i<n 

Verifions d'abord que m (^(X, F)) = ^ (pi(X), F) + (-1)^'£2 (^, (J-iiY))- 

Soicnt X ~ Qfi® . . . ^Qfp et F = ap+i^ • • • ®ap+q. 

D'une part, on dcveloppe fii{£2iX,Y)), on trouve les types de termes suivants: 

ou cr e Bat{p,q),i < fc - 1 et cr^'^{k) <p< cr^^(fc + 1), 
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Oil (7 e Bat{p,q),i > fc + 1 ct cr^^ik) <p< cr"^(fc + 1), 

(///) : a<^-i(i)® ...®Ai(a<T-i(fc-i):-^(aa-i(fc)>"<T-i(fe+i)))®---^a<T-i(p+9) 
ou cr e Bat{p,q),l <k<p + q-lct cr"^(fc) <p< cr^H^ + 1)> 

(/y) : a^-i(i)^...®^(^(a^-i(fc),a^-i(fe+i)),aCT-i(fe+2))^..-®aa-i(p+g)j 
ou o- e Bat{p,q),l <k<p + q-lct (T^'^(k) <p < a^^{k + 1). 
Parmi les termes de (/), on distingue quatre cas: 
(7i) \0Ysque {a^\i),(7-^{i + 1}} C {l,...,p}, 
(h) \orsquc {a-\i),(7-^{i + 1)} C {p + 1, . . . ,p + q}, 
(/a) lorsque cr^^(i) < p < (T^^{i + 1), 
(74) lorsque a^^{i + 1) < p < (J^^{i). 

Et de menie pour (//). II y a des simplifications entre les termes de (/a) et (74) et aussi entre les 
termes de {II3) et (/A). II ne reste que (h), {I2), {Hi) et {Il2)- 

On separe aussi les termes de type (///) et {IV) en deux categories. On a done: 

{nil) lorsque a-^{k - 1) < (7^\k) <p<a-^{k + 1), 

{III2) lorsque (J-^{k) < p < <T-^{k - 1) < (T-^{k + 1), 

(7^1) lorsque a-^{k) <a-^{k + 2) <p< a-^{k + 1), 

{IV2) lorsque a-^{k) <p< a-'^{k + 1) < cr^H^ + 2). 

Alors, 

^il{e'2{x, Y)) = {ii) + {I2) + {III) + {1I2) + {nil) + {iih) + {iVi) + {IV2). 

D'autre part, dans le second mcmbre, on a 

i<k-l 

{7^Bat[p,q) 

l<i<p 

fc^{i,i+l};<T"^ (fc)<p<cr"^ (fc+1) 

X aa-Hi)®---®I^{aa-i(i),a„-i(t+i))®-.-®(.{a„-nk),a„-i(^k+i))®---®a„-i(^p+q). 
On trouvc les types de termes suivants: 

(/') : a„-i(^i)®...®p,{a„-^^,a„-i(^^+i))®...§d{a„-i(k),a„-i{k+i))®---®a„-i(p^q-^ 
ou a e Bat{p,q),i < fc - l,cr^^(fc) < p < cr"^(fc + 1) et 1 < a^^{i),a^'^{i + 1) < p, 

{II') : a„-m)^. . .^£{a^-ii^k),o:„-i(k+i))§l- ■ ■®fi{a^-i(i),a„-i{i+i))<^- ■ -^a^-i^p+q) 
ou cr G Bat{p,q),i > k + l,(T^^{k) <p < cr"^(fc + 1) et 1 < a^'^{i),(7^^{i + 1) < p 

et (///') : a^-^i)^- ■ ■®£{^i{aa-^(k),o:a-Hk+i)),aa-^k+2))^- ■ -^.o-^-Hp+q) 
ou cr e Bat{p,q),l <k<p + q-2ct cr-i(fc) < cr-i(A: + l) <p< a-'^{k + 2). 
Or, d'apres Tidentitc de Leibniz, on a 

£(/x(a^-l(fe), 0:^-1(^+1) ),a^-l(fe+2)) = {-'^) ""^'^"^ ^^{oia-^k),f'{(^a-^k+l),Oia-^k+2))) 
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on separe, alors, {III') en {III[) + (IIl2)- 

Done, 4(A.i(X),y) = (/') + (//') + (III[) + (III^). 

De meme, on trouve que (-If'e'^iX^iiiiY)) = (/") + (//") + (///(') + (III^). 

On verifie, enfin, que (h) =. (/'), (//i) = (//'), {Hh) = (///(), (IVi) = (III!,), {h) = (/"), 
[Ih) = {II"), {IV2) = (///(') et (/7J2) = {III!;). 

Dc meme, on verifie que Di {('^{X^Y)) = ^ {Di{X),Y) + (-1)"^>2 {X,Di{Y)). D 

4.4. La ioo-algebre S+{H[a -b]). 

Dans le paragraphe precedent, on a montrc que lT-C[a — b — 1],£'2, Dj est une algebra de Lie 
differentielle graduee. On considere I'espace H[a — b] muni de la graduation 

dg"{X) ^ dg'{X) - 1 = dg{X) - a + b -.^ x" , pour tout X eH[a-b]. 

On voudrait construire la cogebre cocommutative coassociative {S^{H[a — b]), A), ou S^{Ti[a — b]) = 
®ri>i 'S'"('H[a — fe]) et A est son coproduit qui est de degre et dcfini par: 

yxi...Xn es"{n[a-b]), 

i-U,7={l,-.-Ti} 
#-f,#./>0 

Le crochet i'2 etait antisymctrique de degre sur 7i[a — b—l]. Comme Ton veut une codcrivation de 
degre 1 pour A, on pose ^2 (-'f, Y) = (—1)^ ^2{-^7 ^) Q^i *5st une application symctrique sur H[a — b] 
de degre 1. On a 

Proposition 4.3. 

Pour tout X , Y , Z £ T-i[a — b], on a: 

(i)4'(x,y) = (-ir'vy^'(r,x), 

(ii) (-i)^"^"4'(4'(x,y),z) + {-i)y"^"i'^{e'^{Y,z),x) + {-if"y"i'i{i'i{z,x),Y) = o, 

(iii) D{i'i{X,Y)) = -£'^{D{X),Y) + {-l)^+^"e'^{X,D{Y)). 

Preuve: 

(i) On a 

e'^{x,Y) = (-i)-"4(x,r) = {-1)-" {-!)-' y'+'£'2{Y,x) 

^ (^_iy"+(^"+i){y"+i)+i^_iyi'^^Y, X) 

^{-if"y"i'^{Y,x). 

(ii) On a 

(-i)-"^"4'(4'(x,y),z) + (-i)^"-"4'(4'(y,z),x) + {-i)^"y"£'^{e'^{z,x),Y) = 

(-if+y'+z'+i ({-l)-'^'£'^ {£'^{X, Y),Z) + {-l)y'-'£'2{{£'2{Y, Z),X) + {-\r'y'£!2 {e2{Z, X),Y)) 

= 0. 
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(iii) On a 

Dii'iiX, Y)) = {-lY"D{e^{X, Y)) = {-ly" (4 {D{X), Y) + {-If' l'^ {X, D{Y))) 

= i-'^f ({-lT"^^i2 {D{X), Y) + {-If '+'■"" l'^ (X, D{Y))\ 
= -e'i{D{X),Y) + {-lY+-"('i{X,D{Y)). 

D 

On prolongc (,'2 a 5^(7^ [a — b\) de fagon unique comnic unc coderivation C." dc A de degre 1 en 
posant: 

f(x,...x^^Y.'[^,,^^l^-l^,^e'^(x,,x,).x,...^j...x^ 

i<j 

En utilisant I'idcntite de Jacobi, on pent verifier que £" o £" ~ 0. 

On prolonge, aussi, la difFerentielle D a S^ {Ti.[a—b]) comme I'unique coderivation to de A toujours 
de degre 1 en posant: 

n 

to(Xi . . .x„) = eK<x;':;;I".<) ^(^^)-^i • • -^^ ■ •^»- 

EUe verifie m o m — 0. 

1)11 



Si on pose Qi ^ D, Q2 ~ £'2, Qk ~ 0, si k > 3 et 

Q{x, . . . x„) - J2 '{ ti'.f ) QMXi).x. 



J- 



J-UJ={l,...,n} 



Alors, Q == TO + ^" et verifie Q^ ^ q et {Q ig) id + id ig) Q) o A ^ A o Q. 

Done, le complcxe {S'^{H[a — b]), A,Q) est una cogebre coconimuative coassociative et codif- 
ferentielle, alors, c'est une L^o algebre. 

4.5. La Coo-algebre S+{H[a - b]). 

L'espace (TC, 5, D) etant une cogebre de Lie codifFerentielle, on definit un cocrochet 5" de degre 
a — b sur T-L[a — b] par: 

5"{x)^ Y^ (-!)("-'')"" (t/(g)y + (-i)""^"+"-''+V(g)t/) , 'ixeii.[a-b]. 

u®y=x 

On prolonge &" a S^{l-i\a — 6]) par: 
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(^1...^)= E K^^S) E (-i)("-^'(-"+""^ 



1<S<T1 Us®ys=^s 

/U,7 = {l,...,7^}\{s} Us,Vs^% 



X (X/.t/, (g) V,.Xj + (-l)«'>"+«-^+iX/, 



T4(X)C/s.^,/ 



Alors, 6" est un cocrochet sur S'+('H[a — 6]) de degre a — 6. En notant r" la volte dans 5+('H[a — fe]), 
J" verifie: 

Proposition 4.4. 
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(i) t" o 5" = -(-1)""''(5" : (S" est (a - b)-coantisymetrique), 

(ii) I id + Ti2 o T23 + r23 o t"2 ) o ((5" ^ id) o S" — : (I'identite de coJacobi), 

(iii) (id ® A) o 5" = {S" ® zd) o A + t"2 o (zrf (5") o A : (I'identite de coLeibniz). 



Preuve: 

(i) On a 



r"o<5"(X,...X„) = r"[ 5: s(«) Y. (-l)("-^^(^"+<^ 



1<S<T7 
/UJ={1,...,TX}\{S} 






X (Xj.t/, (g) T4.X/ + (-l)«+«-^+iXj.l4 (g) C/,.X, 



l<s<n 
/UJ = {l,-.^,n}\{»} 






l<s<n 
7U.7={l,...,,i}\{a} 






X (X/.t/, (g) t4.Xj + {-l)«+''-'>+^Xi.Vs (g) (7..^,/ 



(-l)"-''+^<5"(Xi...X„). 






(ii) On calculc [5" ® id) o 5"{Xi . . .Xn)^ on trouve des termes produit et produit tensoriel de 
facteurs X/, Xj, Xk, Us,Vs, Ut, Vt pour / U J U X U {s, t} = {1, . . . , n}, s ^ t, Xs = Us^Vs et 
Xt = Ut^Vt et des termes produit et produit tensoriel de facteurs Xi,Xj,Xk,Us,Vs,Ws pour 
I U J U K U {s} ^ {1, . . . ,n} et Xs = Us&Vs&¥s. 

Pour retrouver les termes du premier type, on part de Xj (^ Xj (^ Xk et on ajoute les Us,Vs,Ut, Vt 
en suivant le tableau: 

Ut0Vt.Us0Vs, Vt^Ut.Us(S)Vs, Ut^Vt.Vs^Us, Vt^Ut.Vs^Us, 
Us.Ut^Vt^Vs, Us.Vt®Ut®Vs, Vs.Ut<^Vt®Us, Vs.Vt^Ut^Us, 
Us^Ut^V^.Vt, Us®Vt®Vs.Uu Vs®Ut®Us.Vu Vs^Vt^Us.Ut. 

Pour retrouver les termes du dcuxicme type, on part dc Xi ^ Xj (^ Xk et on ajoute les Us,Vs, Wg 
en suivant le tableau: 

Us(^V,(^Ws, T4(gC/s(gVK„ y.(gVK,(g;7„ VK,(gT4(gC/,. 

Par exemple, le premier element Ut ^ Vt .Ug ^ Vg du tableau correspond au tcrme 

(1) : Xj.Ut (g) Vt.Xj.Us (g) Vg.XK- 



Pour s < i, ce terme apparait deux fois dans I id®^ + t"2 o T23 + T23 o t"2 ) o (S" ® id) o S"{Xi . . . X„): 
1) Une fois dans id"^^ o [5" ® id) o 6"{Xi . . . Xn) avec le signe ei obtenu ainsi: 
- On part de Xi . . . Xn, on le ramene en Xj.Xt.Xj.Xg-XK avec le signe e 
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- On applique 5" sur Xi.Xi-Xj.Xs-Xk et precisement lorsqu'on coupe Xg, il apparait le terme 
Xi.Xt.Xj.Us (^ Vs-Xk une seule fois avec le signe 

l^_l-^ia-b){x';+x't'+x';+u'^)^ / ^^ ,^"-;f"„ „ ) . 

- Ensuite, on applique [5" ®id) sur Xi.Xt.Xj.Ug ^ Vs-Xk et precisement on coupe Xt, on obticnt 
une seule fois le terme Xi.Ut<^ Vt-Xj.Us Vs-Xk avec le signe 

(i\(a-b)(x';+x';+x[',+u'^)^( ^^ ,'^"';f"„ „ ) (-i)(«-*)(^"+"") 

\ ^I ^t ^.7 ^s ^K / 

^ (l)(a-b)(x'',+v';+u'^+a-b)^f x'l...x'^ \=e^. 

\X J J-j X J x^ X ^ J 

2) Le terme (1) apparait une autre fois dans t"2 o T23 o (8" ® id) o 6"{Xi . . . Xn) avec le signe e'l- 

- On part dc Xi . . . Xn, on Ic ramcne en Xj.Xs-XK-Xt-Xi avec le signe e 









- On applique 5" sur Xj.Xs.XK-Xt.Xj et plus precisement, lorsqu'on coupe Xt, alors, le terme 
Xj.Xg.XK-Vt ^Ut-Xj apparait une seule fois avec le signe 

/-i\{a-b){x'j+x"+x'^+u[')/^\u"v"+a-b+l ( a;"...a;^ \ 

V ^ J ^ B ^ K ^t ^ I J 

qui s'ecrit encore Vi-Xj-Xs-Xk® Xi.Ut accompagne du signe 

{l\(a-b)(x\',+x'^+x'l^Wt)+n^v^+a-b+l('^Y't^'i+^"'t^^^'k+^'B+^'J)£( ,, f," ",f''^ „ „V 

- Ensuite, on applique ib" ®id) sur Vi-Xj.Xs-Xk ^ Xj.Ut et precisement on coupe Xs, on obtient 
une seule fois le terme Vt.Xj.Us Vs.Xk ^Xj.Ut avec le signe 

/ 1 \(a— 6)(a;"+a;"+x^+M")+«"t)"+a-6+l+u"2;'/+t>"(a;^+2;"+a;") / 2;j...2:„ \ / -. % (a— 6)(i)"+2;'J+m") 

\ -^ J -^ s ■^ K ■^t ■^ I / 

^(l\(a-b)(x't+x'l^W^)WtVt+a-b+l/^Wt^'l+'"t(^'K+^'B+^'.l)^( ,, ^,"",f'"',, „V 

\ ^ J ^ B ^ K ^t ^ I J 

- Puis, on applique t(2 o T23, on obtient le terme (1) = Xj.Ut Vt-Xj.Us Vs-Xk avec le signe 

ri\ia-b){x['+x'^+v")+u['v['+a-b+lf'^\u"x'j'+v't'ix'^+x'J+x'j)^/ „ i^"');"^",, „^X 

\ ^ J ^B ^ K ^t ^ I } 

— C_l)(a-;))(a;j'+ti"+u;'+a-()) + lg / ^^ x'l...x'^^^ ^^ \ 

\ ^I ^t ^J ^s ^K J 

= -£l- 
Finalement, ces deux termes se simplifient. 
Un calcul penible montre, de nieme, que tous les termes du tableau se simplifient dans I id®^ + 

<2 ° ^23 + ^23 ° ^2) ° i^" ® id) ° ^"{^1 ■■■Xn). 
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(iii) D'unc part, on a 



1<S<T^ 

7U,7 = {1,...,„}\{»} 






X {id «. A) [Xi.Us (g) T4.Xj + {-!)<'<' +''-''+^X I. Vs (g) C/s.^j 



l<s<n Us§}ys = Xs 

7u,7={l,...,7i}\{s} Us.Vs^IJi 



E [' ( .'S'i'/ ) X^-Us (S)^k(S)Vs.X,+s[ ^:g. ) X,.C/. (g) T4.X^ (g) X;, 



KUL = .J 



+ {-!)<'<' +^-'+'(e ( J>1, ) Xi.Vs ^XK^U..XL+e{ J:J:i„ ) Xi.V, (X) U^.Xl (X) ^K 









: (/) + (//) + (///) + {IV). 

D'autre part, on a 

(irf ® J") o A(Xi . . . x„) = Y. ^ ( 1i;f ) (^'^ «> '^") (^^ (g) xj 

KU.l={l,-.-n} 

Z_-/ \ Xf^Xj J ^ ' Z-^ \XjX^Xj^ J Z-^ ^ ' 

seJ !7s®V 

IUL = J\{s} Us,^ 

Xk(^Xj.UsI^Vs.Xl + (_l)<X'+a-fc+l 



KUj={l,.-.n} 



Us®ys=Xs 
!7s,Vs^0 



XKbC)Xi.V,(X)Us-XL 



Alors, en appliquant t{2, on obticnt 



r"2 o {id ® 5") o A(Xi . . . X„) = 



l<s<n 
/UifUL = {l,....ri}\{s} 






X 



{-lfk(-'l+<)x,.Us (g ^x (g Vs.Xl + (-l)""<'+«-''+i+-K(-'/+<')x,.y, (g Xk (g Us.Xl 
= (l) + (2). 
De plus, on a 

((5"®.d)oA(Xi...X„)= ^ e(«)(<5"®*d)(X,(gXK) 



A'U,7={l,.-.n} 



E 



7s:u,7 = {l,-.-Ti} 



E^^^Sz) E (-i)("-^(-^- 



se,7 

JUL = .7\{s} 



!7s,Vs^0 



X [X/.t/, (g T4.Xi (g Xk + (-1) 



ti''v '+a — ^+1 



^7.v;(X)(:^.-^l(X)^ 



a: 



E 



l<s<n 
/UA:uL={l,...,n}\{s} 

a:#0 



ei ""by^ I £ ; ^.^^.'!^.':^. 



/ -^s ^L-^K 



y^ (_i)(a-^)(a^7+'tii') 






X 
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\u' V ' -\-a — b-\-l - 



Xi.Us (X) Vs-Xl ^Xk + (-1)"= "= +''-'+' Xi.Vs (X) Us-Xl 60 X 



K 



= (3) + (4). 



En examinant les monomes de type (/), (//), {III) ou {IV) du premier membre, on constate qu'ils 
apparaissent chaque fois dans un des types bien determine du second nicmbre et chacun apparait 
unc fois ct unc sculc. II suffit, alors, de verifier I'egalite des signes. Par exemple: 

Dans (/), le terme Xj.Ug <^Xk (2) Vs-Xl apparait avec le signe 

Or 

e{ \, f, //" =e '// ?/ ?/ „" (-1) *£■' (-1) 'E-f 

y Xj x^ Xj J \ X J u^ v^ X J J 

Le signe total de (/) est: 

/ i\( " \ "\ (a — 6) V" i^s 3:- (a — ^)y^i>s x- / ^" ^," ^," ^" \ 

(_l)(a-b)(^J+«a)('_iy '^^iKtJL '(-l) '^i^I E ( ,} " 'Jt ' J^^' ',7 1, ) 

Dans (1), le terme Xj.Us ^ Xk ^ Vs-Xl apparait avec le signe 

V ^ K ^I ^s ^ L J 

= ll^{a-b)(x';+x';,+u':)+x';,(x';+u':)^ ( a;'/...<'<'...< \ . _^. («-'') 2:.<3 < (a-&)E^^.>3^^ < 

Alors, on a (/) = (1). 

De meme, on verifie que (//) = (3), (///) = (2) et {IV) = (4). D 

On a prouve que {S~^{'H[a — b]), 6") est une cogebre de Lie. Montrons qu'avec Q — m + i" , elle 
est codiffcrentielle. Revenons, done, aux operateurs m et i" definis sur S^{7i[a — b]) par: 



et 



™(Xi . . . X„) = ^ e ( ^,,^J,-|"^„ J m{X,).X, ...?... X„ 
1=1 

\X,...X^ = Y^e{^.^:^.-l^^e!^{X,,X,).X,...^J...X^. 



i<j 



Proposition 4.5. 

TO et £" sont des coderivations de S" de degre 1, Us verifient: 
(i) {m®id + id®m)o 5" = {-Vj^-^S" o to. 
(ii) (f (S)id + id(^ £") o 6" = (-l)"-^(5" o f . 
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Preuve: 

(i) D'unc part, on a 



n 

5"om{X^...X^)^5"[Y,{-l)^^<^<X^...m{X,)...Xr. 



s=l 






t<s 
/UJ={l,...,n}\{s,t} 



X (Xi.Ut (g) Vt.m{Xs)-Xj + (-l)«+°-''+iX/.yt (g) Ut.m{Xs)-Xj 

I ('_l)(«-&)(2;j'+"t'+^" + l)£ |^a;i'---a;t'---m(2:3)"...a;^'\ ^ 
^ ' \ x'l m{xs)" x'^ x"j J 

X {Xi.m{Xs)-Ut (g) Vt.Xj + (-l)«+"-''+iX/.m(X,).\4 (g) C/,.Xj) 
+ "V f-l)E.<.2:7r/ 2)(«-b)(^j+0£f ^"■;;'",(,^=)"-^j'-,f"'^ X 



t>s 

Ut®Vt=Xt 

IU.J={l,...,n}\{sd} 



X (Xi.Ut (g T4.m(X,).Xj + (-l)«+"-''+iX,.yt (g t/t.m(X,).Xj 

_|_ / -|^-,(a-6)(a;i'+M;'+a;'; + l)^ / x'l ...m{x,)" ...x'{ ...x'^\ ^ 

\ ^/ ?Ti(a:s)" x'^ x'j J 

X (x,.m(X,).t/t (g y^.X; + (-l)«+"-^+iX,.m(X,).T4 (g UfXj 

J2 (-i)2^'<»"-'e("v;-'"f"'^;/->") X 



l<s<n 

Us^Vs=Xs 

/UJ={l,...,n}\{s} 



m(a;s) a; j 



X 



(_^)(a-b)(.i' +<'+!) (^XiMUs) (g T4.X.7 + {-!)«' +'>'^' +--"+' X I. Vs (g m(C/s).X,7) 

^ (_^)(a-6)(x7+<')(_i)«„ (^Xi.Us (g m(y,).Xj + (-l)«+i)<'+"-''+iX/.m(T4) (g t/^.Xj 



(1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) + (8), 



ou 



(1) = Y.±( Xi.Ut (g yt.m(X,).Xj + i-l)<' <'+--"+' X I. Vt (g C/t.m(X,).Xj 



etc 



(4) = ^ ±(x,.m(X,).[/, (g T^.Xj + i-l)<'<' +--'+' X I. m{Xs).Vt (g (7t.X„ 

(5) - J2 ±Xi.m{Us) (g T4.Xj, (6) = ^ ±X/.y, (g to(C/.).Xj, 
(7) = ^ ±X/.C/, (g m(T4).Xj, (8) = Y, ±Xi.m{Vs) (g C/«.^. 



'-J- 



D 'autre part, on a 
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{m(E)id)o5"{Xi...X„) = 

y x'/ x'J x[' x'j J 



t<s 

Ut»Vt=Xt 
IU.I={l,...,n}\{s,t} 

X 



(^Xj.m{Xs)-Ut (g) Vt.Xj + {-!)<'< +''-''+^X J. m{Xs)-Vt (g) C/t.Xj) 



/UJ={l,...,n}\{s,t} 



X 



(x,.m(X,).C/t (g) T^.Xj + (-l)«+«-''+iX,.m(X,).yt (g) t/^.Xj) 



l<s<r 

Us®ys=x, 

/UJ={l,...,n}\{s} 



l,...,«}\{s} 



\<s<n 

/UJ={l,...,n}\{s} 



et 



(id®m)o(5"(Xi...X„) = 

y a:^ x'l x'^ Xj J 



t<s 

Ut^Vt=Xt 
IUJ={l,...,n}\{s,t} 



X [Xi.Ut (g) Vt.m{Xs)-Xj + i-l)<'<' +--"+' X I. Vt (g) C/t.m(X,).Xj 

/ ^ y 2;j a;^' a;^' Xj J 



t>s 

Ut&^t=Xt 

/UJ={l,...,n}\{s,t} 

X 



[Xi.Ut (g) yt.m(X,).X7 + i-l)<'<' +--"+' X I. Vt (g) C/t.m(X,).Xj 

E ^ (1VS"#) (-i)^""''^*""+""'(-i)^"+""^/-C/.(g)m(y,).x, 



l<s<n 
/UJ={l,...,n}\{s} 



E ^ (1y"r<l") (-i)^""''^^""+""H-i)""+^"(-i)""""+""'+'^/-^.(g)"^(^s).^j 



l<s<n 

U,^Vs=X, 
/U.7={l,...,n}\{s} 



= (//l) + (//2) + (//3) + (//4). 

On verifie que les termes (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) et (8) de S" o m{Xi . . .X„) apparaissent 
aussi dans {m (^ id + id ^ m) o 6"{Xi . . . X„) a un signe (—1)°^'' prcs. 
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Par excmplc, Ic tcrmc Xi.Ut^Vt.m{Xs).X.j + {-l)<'<'+''-''+^Xi.Vt(^UtMXs).Xj de (1) ap- 
parait dans 6" o ■m{Xi Xn) avec le signe 

^ = (_i)T„<s< (-i)i'^-b)ix'i'+<')^ ( ^■■■<'--"'i''-y'---<] 

^ y ■' V / \ 2;^ 2;" m(xs)" x"j J 

Of x'-! ...x'J ...mixsY' ■■■x''\ I x'-! ...x'J ...x'' ...x''\ / -, \Z-, i<s '^i . .L^i>s "^i 

r £ \/ *„ ) V" '/ = ^ " " '/ " (-1) '^'^ (-1) '^' •> 

\ X j^ x^ rayxs) x j J \XjXf.x^XjJ^ ■' ^ ^ ' 

alors, 

\ ^I ^t ^s ^J / 

Le meme termc apparait dans (id m) o S"(Xi . . . Xn), et precisement dans (Ih), avec le signe 

^ /x';...x't'...x'J...x'^\ ,_-^.(a-b){x';+u[')/_^Y'i+<+'"'t' = ('-l)""''£i 

y x'j x'^' x'J Xj J ^ ' ^ ^ ^ ^ 

Alors, on trouve que (1) = (-l)(""'')(//i). 

Dc mcmc, on demontre que (2) = (-l)("-'')(/i), (3) = (-l)("-^)(//2), (4) = (-l)(""'''(/2), 
(5) = (-l)("-'')(/3), (6) = (-l)(-'')(//4), (7) = (-l)('^-^)(//3) et (8) = (-l)(--^)(/4). 

(ii) On a 

d" o£"{x,...Xn)^d"[ Y. K <' x^i; ) ^2 ix^ , X, ) .Xk 



K={l,.'.,i}\l,.j} 



Dans S" o i"{Xi . . . Xn) apparait des termes de la forme 

(1) : e'^{X„X,).XK.Us(^Vs.XL, 

(2) : e'^{X„X,).XK.Vs(^Us.XL, 
{3):Xk.Us^Vs a {X^ ,X,).Xl, 
(4) : Xk-Vs (g) Us.e'^{X„X,).XL, 

pour K U LU {i,j,s} = {1, . . . ,n}, i < j et Xs = t/s^V^. 

Et d'autres termes dans le cas oil on coupe i2{Xi, Xj) par S" de la forme 

{5):Xk.U,j(^V,,.Xl, 

{6)■.XK■V^,(^U,J.XL, 

pour KULU {i,j} = {1, . . . , n}, i < j et e'^{X^, Xj) = U^-j^V^J. 
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De plus, en ccrivant Ic premier membre de (ii), on a d'une part, 

{i"(g,id)oS"(Xi...Xn) = 



■'KUL = {l,...,n.}\{i.j,s} u7,V,^li 



(X^.Xj.Xk.Us (g) Vs.Xl + {-1)«'+''-'+^X,.Xj.Xk.Vs (g) Us.Xl 



/ ^ / ^ / ^ \ x" x'- x'^ x" x'l J ^ ' 






KUL=ll,-.-,n}\{i,j,s} — 



Us,Vs^<Il 



X {i'^{X,,X,).XK.Us^V,.XL + {-1)«'+''-''+H'^{X,,Xj).Xk.Vs^Us.Xl) 

EY^ e( n^";r'^'j) „^ ('-i)("-'')(^'^+^i'+0+^'j^x 
/ ' \ x'k x[ X- x^ J ^ I 



KUL = {l,.-.,n.}\{i.j} Uj.V^^m 



X {XK-i'^iX,, U,) (g) V,.Xl + {-ir^ ^^ +^-'+^XkA{X,, V,) (g) U,.Xl) 



+ E E K.4'^^0(-i)'" 



_',\(a-b)(x'l^+x'j +u'-)+x'k 



X 



KUi = {l,...,r.}\{i,j} [/i,Vi^0 



X (Xk.4'(x,, [/,) (g) T/,.Xi + (-i)«+''-''+ixk4'(x„ y,) (g) c/,.Xi) 
- (/i) + ih) + ih) + ih) + ih) + ih)- 

Et d'autre part, on a 

{id(S)e")oS"{Xi...X„) = 

■I iCut = {l,-.-,n}\{i,j,s} [/7,V,^9 

X {Xk.Us (g y..X,.Xj.Xi + (-l)«'+«-^+iXx.K (g C/..X,.X,.Xi) 

/ -^ / -^ / -^ \ ■'^/C "^s "^i "^7 "^L / 

^^■/ (i-i ir, — -fi ^wii^^x r_— _ .„ 



'J^Ui = {l,.-.,7^}\{i,J^s} 



(7^ , Vs ^ 



X {XK.Us^Vsi'i{x,,Xj).XL + (-ir>"+"-''+iXK.K(gc/,4'(x„x,).Xi) 

/ ' / ^ \Xj^ x- X- Xj^ J \ ' 



i<3 Ui^Vi = Xi 



X ((-l)<'XK.C/.(g4'(^^,^.)-^L + (-l)"^'"^'+"-''+^+''''XK.T^.(g4'(t/^,^j)-^L) 

i<3 [/■«V-=X. 

iCUt = {l,...,„}\{,,3} ij-Vj^Sl 

X ((-!)"" Xk.C/, (g4'(^j-,^.)(g^L + (-1)«+"-''+^+<Xk.V^, (g4'(C^j-,^.)-^L) 

= (//i) + (Ih) + (Ih) + (Ih) + (Ih) + (lie)- 

Exaniinons les ternies de S" oi"(Xi . . . X„) et cherchons les termes correspondants dans le premier 
membre. 
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- Dans 5" o i"{Xi . . . Xn), Ic tcrmc (1) : l2{Xi, Xj).Xk-Us Vs-Xl apparait avec le signe 

II correspond au ternie (/i) de {£" ^ id) o 6"{Xi X„) qui apparait avcc Ic signe 

( ^i-'-^n \ (_i\i'^-b){x"+x'-'+x'K+-u") ^ (_i\a-b 

\ x'/ x'-' x'^ x'J x'l J ^ ^ v 7 J- • 

- Dans S" o £"{Xi . . . X„), le tcrme (2) : £2{Xi, Xj).Xk-Vs Us-Xl apparait avec le signe 

p — (_^')i°■^^)i^'i+^'j+^+^'K+^'J)f( ^1 •••^n I / 1 yu"ti"+a-6+l 

II correspond au tcrme {I2) de {£" ^ id) o S"{Xi . . . Xn) qui apparait avec le signe 

e( „ n"",f'\, „ ) (-l)(""'')(=^«'+^j'+^it+"")(~l)""""+''"''+l = (-1)""*£2- 
\ i j K s L / 

- Dans 6" o £"{X\ . . . X„), le terme (3) : Xk-Vs ® ^s-^2 (-'^ij -^j)--^l apparait avec le signe 

£ — f_l)(«-b)(a;it+«")(_i)a;;'+2;'^g / „ ^'y"n^ „ 

\ ^K ^s ^i ^i ^L 

II correspond au tcrme (//i) de (id (g) £") o S"{Xi . . . Xn) qui apparait avec le signe 

\ X j^ X^ X^ X- X j^ J V/'J' 

- Dans 6" o £"{Xi . . . Xn), le terme (4) : Xk-Vs Us.£2{Xi,Xj).XL apparait avec le signe 

£ = (^l)i"--b)ix'^+u'l)f_^\x'^+x'^^ ( „ ^,'}"'f'^„ ,,^(-1)""""+"^''+-^ 

\ ^K ^s ^i ^i ^L J 

II correspond au tcrme {II2) de (id £") o 6"{Xi . . . Xn) qui apparait avec le signe 

\x'^ x'!. x'l x'^ x'^ j ^ ^ ^ ' ^ ' V / 4- 

Le cas 011 on coupe £2{Xi,Xj) par 8" correspond aux termes (5) et (6) de 5" o £"{X\ . . .Xn) , 
(/g), (/4), (/s), (/e) de (f ®zd)o(5"(Xi . . .X„) ct (//g), (/A), (//s), (//e) de {id®£")o8" [X^ . ..Xn). 
On pourra voir ce cas comme si on a uniquement deux paquets X et Y. II suffit de montrer que: 

{-1)^-^3" o£'^{X,Y)^ {£'^®id + id®£'^)o5"{X,Y) : (**). 

Mais, le crochet et le cocrochet £'2 et 5" ctaient £2 et 5 sur Ti. lis verifient une relation de 
compatibilite donnee par: 

5o£2{X,Y) = ({l2 ®id)o (t23 o (5 ® id) + id® 5) + {id® £2)0 {5®id + Ti2 o {id® 5))\{X,Y). 

En decalant 7i par a — 6 et en ecrivant £'2 et 5" sur S'^(7^[a — 5]), la symctrisation de la relation 
precedente donne (**). Ceci acheve la demonstration. D 

La proposition precedente nous montre que Q = £" + m est une coderivation de S^{'H[a — b]) 
pour 6" de degre 1. Alors, le complexe {S^{'H[a — b]),5" ,Q) est une cogebre de Lie codifferentielle 
graduee, done, c'est aussi une Coo algebre. 

Enfin, le cocrochet 5" et le coproduit A verifient I'identite de coLeibniz: 

{id (g) A) o 5" = {5" ®id) oA + t"2 o {id ® S") o A. 

Alors, I 5+ ( TC[a — 6] j , A, 5", Q I est une bicogebre codifferentielle graduee. 
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Deflnition 4.6. 

Soit A est une {a,b)-algebre differentielle. Alors, la bicogebre calibre et codifferentielle 

(s+ ({(^^A[-a + 1]) [a - b]] , A, 6", Q = £" + : 
est la (a,b)-algebre a homotopie pres enveloppante de A. 

Remarque 4.7. 

- Dans le cas oil a = 0, b = —1 et A est une algebre de Gerstenhaber differentielle, on retrouve 
I'algebre de Gerstenhaber a homotopie pres enveloppante de A: 

- Dans le cas ou a = b = et A est une algebre de Poisson differentielle grduee, on retrouve le 
complexe de I'algebre de Poisson a homotopie pres enveloppante de A: 



S^ 



'A[l]),A,6",Q^£" 



On conclut que notre construction generalise celle des algebres de Gerstenhaber et de Poisson a 
homotopie pres. 



5. EXEMPLES 



5.1. Exemple 1. 

On considcre I'espace vectoriel Tpoiy{M.'^) des niultichamps de vecteurs totalement antisynietrique 
sur W^. Cat espace muni du crochet de Schouten [ , ]s, du produit exterieur A et de la graduation 
degre(a) = k, si a est un fc-tenseur, est bien siir une algebre de Gerstenhaber. 

On appelle E le sous espace vectoriel de Tpoiy{R'^) engendre par les tenseurs 

a= ^ a"^---'-''{x)dxi^ A- ■ ■ Adxi^, 

ii,...,ik 

oil q;*1'->'*: (^x) est un polynome homogcnc de degre m. 

On pent munir E de la graduation: \a\ — 2m + k, si a est un fc-tenseur et a*^ "'''■(x) est un 
polynome homogene de degre m. 

En fait, I'espace E est stable par le produit exterieur A et par le crochet de Schouten [ , ]s- Si 
on considere deux tenseurs a et f3 de E de degre respectivement |a| = 2m + k et |/3| = 2n + £. 
Alors, on a pour tout a, /3, 7 G E, 

aA/3= (-l)l"ll''l/3Aa et a A (/? A 7) = (a A /3) A 7. 

Le produit exterieur A est alors un produit commutatif et associatif gradue de E. II est de degre 
puisque |q; A /3| = 2(n + m) + {k + £) = \a\ + |/3|. 

On obticnt que {E, A) est une algebre commutative et associative graduee. 
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D'autre part, le crochet de Schouten est de degre —3 dans E puisque \[a, l3\s\ — 2(n + m — 1) + 
{k + l-l) = |a| + |/3|-3. 

On considere, alors, Tespace E\i\ et la graduation deg{a) = jal — 3 = 2m + fc — 3. 

Sur -E[3], Ic crochet de Schouten sera de degre et verifie: 

Alors, (-E[3], [ , ]s) est une algebre de Lie graduee. De plus, le crochet [ , ]s et le produit A vcrifient 
I'identite de Leibniz donnee par: 

[a, /? A 7]5 = [a, P]s M + (-l)l'3|(l"l-3)^ a [a, ^]s. 

Done, {E, [ , ]s, A) est une (0, — 3)-algebre. 

Enfin, si on munit E de la difFerentielle nuUe d = 0, on obtient que {E,[ , ]5',A,0) est une 
(0, — 3)-algebre differentielle et on salt construire I'algebre a homotopie pres associee a E. 

5.2. Exemple 2. 

On considere S'(R'') I'algebre symetrique de W^. Un element homogene / de S'(M'') est un 
polynome homogene de degre k. On munit S'(R'') de la graduation: 

I/I = 2fc, si / est un polynome de degre k. 

Sur 5(R'^), on considere la multiplication usuelle . des polynomes. EUe verifie pour tout f,g,h S 
5(R''): 

/.5=(-l)I^H^l5-/ et f.{g.h) ^{J.g).h. 
La multiplication . est une operation de degre sur 5(]R'^) puisque |/.g| = 2(fc + i') = |/| + \g\. 
D'autre part, on munit S'(M'') d'un crochet de Poisson dcfini par: 

Oil pour tout i,i, les coefficients a*'-'(x) est un polynome homogene de degre to. 

Ce crochet est de degre 2to, — 4 puisque |{/, g}\ — 2(to, + fc — 1 + i? — 1) = |/| + [gl + 2m — 4. 
On considere, alors, I'espace S'(R'^)[— 2m + 4] et la graduation deg{f) = \f\ + 2m — 4. 
Sur 5(R'^)[— 2to, + 4], le crochet de Poisson sera de degre et verifie: 

{/,.g} = -(-l)'^'=^(/)'^^^(3){.9,/} 



Alors, I S'(M'')[— 2to, + 4], { , }) est une algebre de Lie graduee. De plus, le crochet { , } et le 
produit . vcrifient I'identite de Leibniz donnee par: 

{f,g.h} ^ {f,g}.h+ {-iy^^(^f\+^"^-^^g.{f,h}. 
Done, ('5(]R'^),{ , },.] est une (0, 2to - 4)-algebre. 

Enfin, si on munit S{R'^) de la difFerentielle nuUe d = 0, on obtient que ( 5(K''), { , }, ., J est une 
(0, 2m — 4)-algebre difFerentielle et on salt construire I'algebre a homotopie pres associee a S{M.'^). 
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Remarque 5.1. 

Dans ces deux derniers exemples, pour tenir compte du degre des fonctions polynomes, on a 
muni les fonctions lineaires x i — > Xi sur R'^ du degre 2. En effet, puisqu'on veut que A restreint a 
S(R'^) C E ou . sur S{M.'^) soil la multiplication usuelle et puisque XiXj — XjXi, pour tout i,j, on 
doit donner a ces variables un degre pair. 

On veut generaliser, maintenant, ces exemples a, un super-espace MP''^ pour lequel S{W'^'') ~ 
S'(M^) (S) A(^'') idmet une base notee {xi^ . . . Xi^^j^ . . .^j^) avec ii < ■ ■ ■ < ik et ji < ■ ■ ■ < jr- 



5.3. Exemple 3. (Le crochet de Schouten sur le super-espace Rp'"^) 

On reprend Particle [AMMj dans le cas d'un super-espace RpI'' de coordonnees {xi, . . . ,Xp\S^i, . . . ,^q). 
Les variables Xi commutent done elles sont de degre pair. On pose 

d°Xi = 2. 

Les variables ^j anticonimutent done elles sont de degre impair. On pose 

d°^, = L 

Les champs de veceurs dx^ et d^. associes sont des derivations graduees de I'algebre des polynomes 
en Xi et ^j : 

de degre 

d°dx, = -2 et d°d^^ = -1. 

Comme dans |AMMj . on modifie ces degres pour obtenir la graduation naturelle de Tpoiy{MP^'^). On 
va done poser: 

|x,| = 2, |C,| = 1, |a,J = -3 et 19^^ = -2. 
Le produit exterieur usuel Aq etait defini par: 

d, Ao d, =d,^ dj - {-l)d°id')d°id,)g^ ^ Q^^ 
oil di est soit dxi soit d^^ . 

Pour tenir compte du decalage, on pose maintenant 

On complete ce produit exrerieur avec le produit usuel, on aura 

Xi /\ Xj — X'lXj^ Xi /\ i^j — ^j /\ Xi — c,jXi^ Q^i /\ Q^j — Q^j /\ c^i^ Xi /\ Oj — XiOj ^ i^i /\ Oj — Q^iOj. 

L'espace rpoiy(RPl«) = ('s'(RP) (g) A(K'')) ® (MW)* (^ S{W)*\ est maintenant muni d'un pro- 
duit A associatif et commutatif gradue, de degre | A | = 0. 
Un element a g TpoiyiW'^'') secrit: 

" == XI Y^ a^i'.V.lviV.'.'.ir^^^i • ■ ■ 2:^.61 • ■ ■ £.udx,^ A dx,^ Ad^^^ A... %^ , 

l<il<--<in<p l<si<-<sr<p 

^<Jl<--<Jm<q i<ti<-<*it<g 

ce qu'on notera simplement par: 

a = X as'r^ xs^tOxi A d^, . 

S,T,I,J 
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On a |a| = 2#5 + #T-3#/-2#J. 

Sur Tpoiy{W^''), la multiplication A est definie par: 

a A /3 = ^ (-l)*''*'asT/3As ^sx^^T^sa,, A 9,^ A 9^ A 9^^ . 

s,r,/,j 

D'autre part, les champs de vecteurs X(]R^I'') de la forme X — '^iX^{x,£,)di sur le super-espace 
K^l'' ont ete etudies par plusieurs auteurs [BBj . Get espace est muni d'un crochet defini par: 

[X,Y]=XoY- (-l)(m-mY\-i)Y o X. 

On etend ce crochet au crochet de Schouten des multichamps de vecteurs en posant: 

[XiA---AX,,,Y,A---AY^]s = 

n m 

^^(_l)|A%l(|x.+il+-+|x„|)+|y,|(ini+-+|y*-il)^^ A • • • s ■ • • A X„ A [X,,Yt] AY, A- ■ -t- ■ ■ AY^. 

s—l t=l 

(Voir par example [AAClj . |AIPP-Bj . [K], [Li]...) 

Ceci revient a imposer une relation de Leibniz de la forme: 

[X, Y AZ] = [X,Y]AZ+ (-l)l^l(l-^l-i)r A [X, Z]. 

En fait le degre naturel sur X(M^I') pour ce crochet est 

deg{X) = |X| + 1 

puisque |[ , ]| = 1. On trouve que X(MpI') muni de deg et [ , ] est une algebre de Lie graduee. 

De meme, si on pose 

deg{Xi A • ■ • A X„) = |Xi A • • ■ A X„| + 1, 

alors, (Tpo/y(MPl')[— 1], [ , ]sj est une algebre de Lie graduee (pour deg). 

On pent, comme dans [AMM] . reecrire ces operations ainsi: 

Pour deux champs de vecteurs X = ^,. X^[x, S,)di et y = ^ Y^x, S,)dj, on a: 

[X,Y] - ^X^(a;,05.(f^(x,0)9j - {~lf''^''^''''^''^Y^{x,Od,{X\x,0)d^. 



Pour deux tenseurs 



a 

Zl ,...,2 

et 



= J2 «'"-""(^,C)5.iA---A9,„=^a^(a;,0a/ 

ii,...,in I 



on a: 



11 

^(^(_l)|ftJ(ia.J+-+|a.,_J)+(|/3-'|+i)(|a.|-|a.j)5/(^,^)a^j^^(^^^))5^^^...j...^a.„A9, 

rii 



t=l 
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Ce qu'on peut I'ecrire comme dans [AMM| : 

[a, p]s = (-l)l"l+ia . /3 - (-l)l"l(l/3|+i)/3 • «, 
avec 

n 
s=l 

Finalement, on a une relation de Leibniz de la forme: 



a. 



/3 A 7]s = [a, /3]s A 7 + (^-\f<^-s{0)-i)d'^s{o.)p ^ y^^ ^] , 



On en dcduit que [Tpoiy^^^^)^ A, [ , ]s, d = j est une (0, l)-algebre differentielle graduee puisque 

VF^oiy^W^'^)-! a) est une algebre commutative graduee et ( Tpo;j^(RPl'^)[— 1], [ , ]5 1 est une algebre de 
Lie graduee telle que A et [ , \s verifie I'identite de Leibniz. 



5.4. Exemple 4. (Le crochet de Poisson sur le super-espace RpI'') 
Reprenons le super-espace W^'^ avec les variables Xi et ^j de degres: 

|x,| = 2et 101 = 1- 
L'algebre 5'(]RpI'^) = S'(MP) A(11^') devient une algebre commutative graduee pour ce degre: 

Cette algebre admet des derivations graduees d^^ et 9^. avec |9a;. | = —2 et \d^\ — —1. Suivant 
[AIPP-B] ■ on definit un crochet de Poisson homogene de degre ra ^TL sur 5'(RpI'') en posant: 

oil w*-' est une fonction polynome. Dire que { , } est un crochet de Poisson, c'est a dire que 
( S'(RPl'')[— to], { , } j est une algebre de Lie graduee. Ceci se traduit par trois conditions sur les w'^: 

(i): |L^^^"| + |a,| + |9,|=TO, Vj,j, 

(ii) : uj^^{x,i) = (-l)l^-ll^^l+™+ic.^-»(x,0, V»,j, 

(iii) : 5](-l)l*l("+l*l)^^'^(x,e)5,(c.^-»(x,0) + (-l)l^^l('"+l*l)a;-'''=(a;,05fc(c.^'(a;,0) 
fc 

+ (-l)l^*l('"+l^^l^c.*'"(x,05fc(c.^na:,0) =0, Vz,j,l 
Enfin, la relation de Leibniz est bien verifiee pour . et { , }. EUe s'ecrit: 

{/, aM = {/, g}.h + (-i)l3l(l^i+'")5-{/, M- 

On obtient, done, que ( 5(RpI'?), ., { , }, d = 0] est une (0, TO,)-algebre differentielle graduee. 
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